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Reéférence :
1. Analyse pour 'agrégation
2. Objectif agrégation

Enoncé :

On considére la fonction Gamma d’Euler définie sur w = {Re(z) > 0} par

I': {Re(z) >0} — C :
z = 0+°Otz_16_tdt

Alors T' est holomorphe sur {Re(z) > 0}, vérifie I'(z + 1) = 2I'(2) et se prolonge en une fonction
méromorphe sur C de poles —n,n € N.

On rappelle avant :

Théoréme 1 : Soit Y f, une série de fonctions méromorphe sur U tel que pour tout compact
K de U, il existe N tel que, pour tout n > Nk, les f,, n’ont pas de poles dans K, et que anNK fn
converge uniformément sur K. Alors la somme de cette série est méromorphe sur U et on peut
dériver terme a terme.

Résolution :
Utilisons le théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale. Pour t > 0 fixé, on a que z — e*™®) est
holomorphe sur C et si K est un compact de w, on a Re(z) € [, M| pour z € K, ot € > 0 et donc

tl—e

|67t6(zfl)lnt| < e(sfl)lnt _ 1 sio<t<1
|67t6(zfl)lnt| S thleft si t Z 1

Comme ces deux fonctions sont intégrables sur [0, 1] et [1,4+00[, on a notre hypothése de domination
sur tout compact. Enfin, on a que la fonction & z fixé dans w t — e 't*7! est intégrable car
le=t*7Y = e 1R~ = O (1/t%) qui est intégrable sur [1,+oo[ et sur [0,1] car Re(z) > 0 donc
tfez)=L intégrable sur [0, 1].

On en conclut en premier lieu que la fonction I' est holomorphe sur w.

Pour la relation une 1.p.p suffit

+00 +oo
['(z+1)= / e tdt = [—tPe™] aroo + / 2 remldt = 2T (2).
0 0

On en déduit alors que I'(n + 1) = n! car I'(1) = 1.
Passons au prolongement. Découpons l'intégrale définissant I' de la facon suivante :

1 +o0
['(z) = / e ldt + / et
0 1

1



Visiblement, il s’agit d’exprimer la premiére intégrale sous forme d’une série. L’idée est de développer

Iexponentielle. On écrit
“+o0o

—tyz—1 (_1)71 n4z—1
e =" it .
n=0

Invertissons somme et intégrale grace aux théorémes de Fubini ( appliqué & la mesure produit de la
mesure de Lebesgue et de comptage ). Il suffit de montrer que

/1+OO

En effet, pour utiliser Fubini, il faut vérifier que f(n,t) = %t”**l est intégrable
sur la mesure produit. Pour ¢a on utilise le fait que f est intégrable si [ |f] converge .

Comme |f| > 0, Fubini-Tonelli nous dit que [y, [fldp = fol (S o1 f(n,t)]) dt
+oo

t"+z Hdt < +o00

| f(n,t)|dt. Donc si le terme du milieu est finie, alors de Celul de gauche
aus51 et donc f est bien intégrable, et donc Fubini nous assure notre interversion.

Remarquons que pour tout t > 0, |t*| = tf¢(?) On obtient alors pour tout ¢ €)0, 1],

—+00 n +00 n
Z (_1) |tn+z—1| — tRe(z)-1 Z t_ etpRe(z)—1
n=0 nk n=0 nl

Comme Re(z) > 0, la fonction ¢ +— eft/**)=1 est intégrable sur 0, 1]. Le théoréme de Fubini justifie
donc l'interversion somme intégrale : on a donc

/l efttzfldt . i (_1)n /l thrzfldt . f (_1)n
0 - nl Jo - Zal(z+n)

n=0 ’ n=0

+ [ ettt

Donc sur w, on a ['(z) =

n= 0 n' z+n)
Utilisons le théoréme 1 pour la méromorphie de f : z — Zn 0 %
e Pour tout n € N, la fonction f, : z — n(,(zln) est méromorphe sur C avec pour seul pole ( simple

) I'entier —n.
e Soit K un compact de C, il existe N € N tel que K C D(0, N). Pour n > N, la fonction f, n’a
pas de pole dans K. De plus, pour tout z € K, on a

n=n+z—z[<|n+z|+|z|=]z+n|>n—|z| >n—-N

Par conséquent |f,(2)| < m pour tout z € K et la série ) _ . f, est donc normalement con-
vergente sur K.

Le théoréme 1 nous permet de dire que f est une fonction méromorphe sur C dont les poles (simples)
sont les entiers négatifs.

En reprenant ’hypothése de domination si ¢ > 1 ( on prend un compact sur C de borne M aussi ),
on prouve alors que z +— f1+°° e~'t*~1dt est holomorphe sur C. On a alors que

z —_ e :
“— nl(z +n) 1

établit un prolongement méromorphe sur C de la fonction I'. Comme ’ensemble w a un point
d’accumulation dans C\ —N qui est un ouvert connexe, d’aprés le principe du prolongement analy-
tique, on a que cette fonction est I'unique prolongement analytique de I'.



