Développement : Fonctions caractéristiques de la loi normal
et de Cauchy
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Enoncé :

La fonction caractéristique de la loi normale N (u, o) est
: L 5o
exp(ipt)exp —50 t

La fonction caractéristique de la loi de Cauchy C(a,b) est

ezatefb\ﬂ

On rappelle les informations suivantes :

e Pour (u,0) € R x R, la loi normale A (u,0?) est définie par sa densité de probabilité
) = e

e Pour (a,b) € R x R}, la loi de Cauchy C(a,b) est définie par sa densité de probabilité
F(t) = 2 7=apm

e Pour v.a & valeurs complexes dans R, on définit la fonction caractéristique de X comme
Vt € R, ox(t) = E[e"X]. Si X posséde une densité fx, alors ¢x(t) = [g fx(t)e"dx.

Résolution :

1. On commence par calculer la fonction caractéristique de la loi normale pour p =0 et o = 1.
On note ¢ la fonction caractéristique de cette loi. Alors comme cette loi posséde une densité
\/%eacp(—xz/Q), on en déduit que

o(t) exp(—— ea:p(itx)dx
\/ 2m /

pour tout réel ¢t € R. On définit la fonction

f: CxR — C
(z,2) — exp(—a?/2)exp(xz)

et remarquons que p(t) = W Jg f(it, x)dx pour tout réel ¢ € R. On définit alors la fonction

F: C = C
2 = o= [ f(z,2)de



Pour tout z € C, la fonction z + f(z,7) = exp(—x?/2)exp(xz) est mesurable.
Pour tout € R, la fonction z — f(z,x) est holomorphe. Soit K un compact de C, il existe
une constante C' € R tel que pour tout z € K, |z| < C. Ainsi pour tout z € K et tout z € R,

[f(z,2)] = exp(—2?/2)|exp(z2)| = exp(—2®/2)exp(zRe(2))
< exp(—z*/2)exp(|z|C)

La fonction gg(z) = exp(—x%/2)exp(|z|C) étant intégrable sur R, on en déduit d’aprés le
théoréme d’holomorphie sosu le signe intégrale que F' est holomorphe sur C.

Supposons que z soit un réel. Alors dans ce cas, 'intégrale précédente se simplifie consid-
érablement a ’aide du changement de variable u = x — z et a 'aide de la formule de I'intégrale
de Gauss :

\/%/Re“’ e Penplende = %/R”p<—<w—2>2/2+z2/2>dx

= \/12_7Texp(z2/2)/Rexp(—(x —2)%/2)dx

= \/12_7Texp(22/2) /Remp(—u2/2)du

= exp(z*/2)

La fonction z — exp(2?/2) est holomorphe sur C ( comme composée de fonctions holomorphes).
Ainsi F coincide avec exp(z?/2) sur la droite réel R. Or F est holomorphe sur C. On en déduit
d’aprés le Théoréme de prolongement analytique que F(z) = exp(z?/2) sur C. En particulier,
lorsque z = it pour n’importe quel réel t € R, on obtient que

o(t) = exp(—t*/2).

On considére pour finir la variable aléatoire Y = 0. X 4 p out X est une variable aléatoire de loi
N(0,1).Alors
pv(t) = E[e™] = E[e"X )
— ez’,utE[eitch] — ewt@X (Ut)
it o242

= e e 2

. Commengons par calculer la fonction caractéristique de la loi C(0,1) qui est

1 : 1
o(t) = —/e’m dx
R

T 2 +1

Soit t € R, pour commencer. On définit la fonction holomorphe

fi C\{i,—i} - C

eitz
Z H 1+22

Pour R > 1, on définit le contour I' par I'union des deux chemins suivants : le chemin ~; :
[0,7] = C qui est défini par 7;(t) = Re® et le chemin 7, : [-R, R] — C qui est défini par
72(t) =t.
L’unique pole de f dans ce contour est i. Ainsi, d’aprés le théoréme des résidus, on a
1
2ir

/Ff(z)dz = Res; f(z)Indp (i)



Comme l'indice vaut 1, il reste a calculer ce résidus et l'intégrale.

Comme le point ¢ est un pole d’ordre 1 de f, alors

Res;f = liin(z—z')f(z)
) . eitz
= eI ey

itz

= lim -
2= 2+ 1
o B
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De plus, .
/72 f(z)dz = /_Rf(x)ds et /71 f(2)dz = /0 F(Re®YiRe®dh.

Comme pour tout z € R,[f(z)] < 175z qui est intégrable sur R, d’aprés le théoréme de
convergence dominée, on a

R eitm
lim / f(z)de = / ds
R—+oo |_p r 1+ 22

Or cette derniére intégrale est celle qu’on cherche a calculer.
Montrons maintenant que f,ﬂ f(2)dz converger vers 0 : soit z = Re? avec § € [0,7]. Alors,
comme t > 0 et comme sin(6) > 0,

|eitRei8 | e—Rt sin(6) 1

iy 0| _ _ <
R = e ~ Ty o] = B

car |R2e™%| — |1] < |14 R2%e™°| d’aprés l'inégalité triangulaire renversée. D’aprés le théoréme de
convergence dominée, on en déduit que fﬁﬂ f(2)dz converge vers 0 lorsque R tend vers l'infini.
On a donc

RETmAf(Z>dZ = 2irRes;f < REIEOO ([ﬂ f(z)dz + [{2 f(z)dz) = et

eitx
& / Sdr = et
r1l1+z

Donc on en déduit que

pour tout t > 0. Comme la loi est symétrique, on en déduit que ¢(t) = eIl pour tout ¢ € R.
Pour conclure, on définit Y = bX + A ou X est une variable aléatoire de loi C(0,1). Ainsi YV
est de loi C(a, b) en calculant sa densité de probabilité. De plus :

(,0y(t) _ E[eitY] _ E[eith—i—ait] _ ez‘atE[ez‘th] _ ei“tgox(bt) _ ez‘ate—b\ﬂ

Pour tout t € R.



