
Énoncé Soit 0 < a < 1 et b > 1 tels que ab ≥ 1. La fonction

F : R −→ R
x 7−→

∑
k≥0 akcos(bkx)

définit une fonction continue sur R nulle part dérivable.

Lemme. Soit v ∈ D(]b−1, b[) fonction C∞ à support dans ]b−1, b[ telle que v(1) = 1.Soit u ∈ S(R) telle que
û = v. Soit f ∈ C0

b (R) et t ∈ R.
Pour j ∈ N, on pose

cj =
∫
R

f(x)u(bj(x − t))dx

Si f est dérivable en t, alors b2jcj −−−−→
j→+∞

0

Preuve du lemme

Si f est dérivable en t, on a
f(x) = f(t) + f ′(t)(x − t) + R(x − t)

où R(x − t) =x→t o(x − t). Alors :

cj =
∫
R

f(x)u(bj(x − t))dx = f(t)
∫
R

u(bj(x − t))dx + f ′(t)
∫
R

(x − t)u(bj(x − t))dx +
∫
R

R(x − t)u(bj(x − t))dx

On regarde chacun des termes de plus près. Pour le premier, on a∫
R

u(bj(x − t))dx =
s=bj(x−t)

∫
R

u(s)ds

bj
= 1

bj

∫
R

u(s)ds = û(0)
bj

= v(0)
bj

= 0

Et pour le deuxième :∫
R

(x − t)u(bj(x − t))dx =
s=bj(x−t)

∫
R

s

bj
u(s)ds

bj
= 1

b2j

∫
R

su(s)ds = 1
b2j

ŝu(0) = iû′(0)
b2j

= iv′(0)
b2j

= 0

Soit maintenant ε > 0. Il existe δ > 0 tel que |x − t| ≤ δ =⇒ |R(x − t)| < ε|x − t|. Alors :

|
∫

|x−t|≤δ
R(x − t)u(bj(x − t))dx| ≤ ε

∫
|x−t|≤δ

|x − t||u(bj(x − t))|dx

≤ ε

b2j

∫
|s|≤δ

|su(s)|ds

≤ ε

b2j

∫
R

|su(s)|ds = ε

b2j
∥su∥L1

et :
|
∫

|x−t|>δ
R(x − t)u(bj(x − t))dx| ≤

∫
|x−t|>δ

|R(x − t)|
b3j |x − t|3

b3j |x − t|3|u(bj(x − t))|dx

Or f est bornée et donc

|R(x − t)|
|x − t|3

= |f(x) − f(t) − f ′(t)(x − t)|
|x − t|3

≤ 2∥f∥∞
|x − t|3

+ |f ′(t)|
|x − t|2

est intégrable sur {|x − t| > δ}.
Ainsi,

1
b3j

∫
|x−t|>δ

|R(x − t)|
|x − t|3

b3j |x − t|3|u(bj(x − t))|dx ≤ ∥x3u∥∞
b3j

∫
|x−t|>δ

|R(x − t)|
|x − t|3

≤ C

b3j



Finalement :

|b2jcj | ≤ ε∥su∥L1 + C

bj︸︷︷︸
−−−−→

j→+∞
0

≤ C̃ε

pour j assez grand, ce qui termine la démonstration du lemme.

Démonstration de l’énoncé

Pour tout k ∈ N, la fonction fk : x 7→ akcos(bkx) est C0 sur R, avec ∥f∥∞ ≤ ak qui est le terme général d’une
série convergente (puisque a < 1).
La série

∑
k≥0 fk converge donc normalement vers F et F est continue sur R (et bornée).

Soit t ∈ R. On utilise la contrapoée du lemme pour vérifier que F n’est pas dériable en t. On doit donc calculer
les (cj)j∈N
Soit j ∈ N.

cj =
∫
R

( ∞∑
k=0

akcos(bkx)
)

u(bj(x − t))dx

=
∞∑

k=0

∫
R

ak

(
eibkx+e−ibkx

2

)
u(bj(x − t))dx

=
∞∑

k=0

ak

2

(∫
R

eibkxu(bj(x − t))dx +
∫
R

e−ibkxu(bj(x − t))dx

)
(L’interversion série-intégrale étant justifiée par la convergence normale de la série) De plus :∫

R
eibkxu(bj(x − t))dx =

s=bj(x−t)

∫
R

e
ibk( s

bj +t)
u(s)ds

bj

= eibkt

bj

∫
R

eibk−jsu(s)ds

= eibkt

bj
û(−bk−j)

= eibkt

bj
v(−bk−j) = 0

(car v est à support dans ]b−1, b[)
De même : ∫

R
e−ibkxu(bj(x − t))dx =

s=bj(x−t)

∫
R

e
−ibk( s

bj +t)
u(s)ds

bj

= e−ibkt

bj

∫
R

e−ibk−jsu(s)ds

= e−ibkt

bj
û(bk−j)

= −eibkt

bj
v(bk−j) =

{
0 si k ̸= j
−eibj t

bj si k = j

(car v est à support dans ]b−1, b[ et v(1) = 1). Finalement, on obtient :

cj =
∞∑

k=0

ak

2
−eibjt

bj
δk,j = aj

2bj
e−ibjt



Donc :
|cjb2j | = ajbj

2 ↛
k→∞

0

car ab ≥ 1. Par contraposée du lemme, on en déduit que F n’est pas dérivable en t.


