Enoncé Soit 0 < a < 1etb>1 tels que ab > 1. La fonction

F: R — R
xr Zkzoakcos(bkx)

définit une fonction continue sur R nulle part dérivable.

Lemme. Soit v € D(]b~1,b[) fonction C*>° & support dans [b=1, b[ telle que v(1) = 1.S0it u € S(R) telle que
@ =v. Soit f € C)(R) et t € R.
Pour j € N, on pose

¢ = /R F@)u (@ — t))da

Si f est dérivable en ¢, alors b%/ c; — 0
Jj—r+oo

Preuve du lemme

Si f est dérivable en ¢, on a
fl@)=fO) + f' )z —1) + R(z — t)
ou R(x —1t) =4 o(x — t). Alors :
¢ = / fx)u® (z —t))dx = f(t)/Ru(bj(x—t))da:—i—f’(t)/R(x—t)u(bj(a:—t))dx—{—/RR(i—t)u(bj(x—t))da:

On regarde chacun des termes de plus pres. Pour le premier, on a

(z — x = usﬁzl u(s s:@:@:
Juwe—tyde = @5 = [utas = 52 =52 <o

Et pour le deuxieme :

, B s ds 1 1 _aa'(0)  a'(0)
/R(:C —tu(x —t))dz = /iju(s)bj = bgj/Rsu(s)ds = ﬁsu(()) = T o 0

s=bi(x—t)

Soit maintenant £ > 0. Il existe 6 > 0 tel que |z —t| < 6§ = |R(z — t)| < e|x — t|. Alors :

’/Ix s R(x — t)u(t (x — t))dz| < 8/ |z — t|ju(t (z — t))|dz

|lz—t|<d
£
bV Jig<e

< g L lsuts)lds = sl

|su(s)|ds

et :

— u( (x — x Rz =)],s; u(t (z — x
[ B e < [ e - o)l

lo—t|>5 b3 |z —
Or f est bornée et donc

(Bl =] _ |f@) = fO) = fO)@ =] _ 2fle  IF O

o=t |z —t)° Tl =t |z —tf?

est intégrable sur {|z —t| > d}.

Ainsi,
1 —t ) ) 3 oo —t
b7 Jip—i>s |z —1 A I N b7




Finalement :

0% ¢;| < ellsullp + < Ce

{z1a

—0

j——+oo

pour j assez grand, ce qui termine la démonstration du lemme.

Démonstration de I’énoncé

Pour tout k € N, la fonction fi.: z + a*cos(b¥z) est C° sur R, avec ||f|loo < @ qui est le terme général d'une
série convergente (puisque a < 1).
La série ) ;- fr converge donc normalement vers F' et F' est continue sur R (et bornée).

Soit t € R. On utilise la contrapoée du lemme pour vérifier que F' n’est pas dériable en t. On doit donc calculer

les (¢j) jen
Soit 57 € N.

=0 k )
_ i/IRak (e’b ”2 - ) Wt (@ — £))dz
— gaj (/R eibkxu(bj(:v —t))dz + /Re_ibk“”u(bj(x - t))dx)

(L’interversion série-intégrale étant justifiée par la convergence normale de la série) De plus :

/Reibkxu(bj(x . t))dﬂ? S:bij_t) /Rezbk(bs]‘i’t)u(s)ij
bkt

= Lbj /Reibkjsu(s)ds

= —— (")

(car v est & support dans |b=1, b))
De méme :

_ibkx T . —ibF (S 4t) as
/Re u(t (z —t))dx Sb]@_t)/Re bJ U(S)bj

—ibFt )
= Ta(bk_J)
ittt (b7 = { Osik#j

bj b’thSlk_J

(car v est & support dans ]b=1,b[ et v(1) = 1). Finalement, on obtient :

i ab =
> b 20
k=0




Donc : .
|C‘l)2j|:7ajb‘7
J 2 k—oo

car ab > 1. Par contraposée du lemme, on en déduit que F' n’est pas dérivable en t.



