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Théoréme 1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N telles que Z =
X + Y suit une loi de Poisson de parametre L. Alors X et Y suivent des lois de Poisson.

Pour la preuve, on utilise un théoreme d’analyse complexe, qu'on admet :

Théoréme 2. Soit f une fonction entiére qui ne sannule pas. Alors il existe une fonction entiére F telle
F
que f =e".

Passons a la preuve du théoreme/}

Démonstration. On considere les fonctions génératricesde X et Y :

fz)= Z pnz" et g(z) = Z qnz"
O
ol p, =P(X =n) et g, = P(Y = n). Ces séries entiéres ont a priori un rayon de convergence au
moins 1 car Jio pn=1let Jio gn = 1. On va montrer qu’elles sont en fait des fonctions entieres, c’est-a-
n=0 n=0

dire de rayon de convergence infini.

OnaVzeGCE(z Z e M= M) ot I'indépendance de X et Y donne Vz € B(0,1),
f2ga) =E(*Y) = [E(zZ)
+00 +00 +00 An
Ainsi, on a (Z pnz") (Z qnz”) =) e M z" sur B(0,1).
n=0 n=0 n=0 n!
z=0 donne po go=e*>0donc py >0 et gy > 0, et la formule du produit de Cauchy donne

Vn=1e" n, =pnqo+..+poqdn = pnqo
-1

OnadoncVn=1,0<p,< q—_' d’'otl f(2) = ¥}% pnz" a un rayon de convergence infini. Il en est
o Nn.

de méme pour g(z).
Comme on a f(2)g(z) = e**~V sur B(0,1), le théoréme de prolongement analytique donne

VzeC, f(2)g(z) = 'V

Maintenant, on va identifier les fonctions f et g pour y reconnaitre des fonctions génératrices de
lois de Poisson.



Pour |zl =r=1,0nalf(2)| < f(z)) = f(r) et qof(r) < f(r)g(r) = X"V,
Onaalors |f(2)| < cetiz-D pour |z|=1,ouC=1/gy>0.

Utilisons maintenant le théoréme: On écrit f = el ou F(z) = ;2% a,z" est une fonction entiére.
Alors, pour |z| = 1,|f(2)| = |eF(Z)| = gRelF(@) < ceM2-D On en tire alors :

pour |z| = 1, Re(F(2)) < A(lz] - 1) +In(C) 1)

Fixons r = 1. D'une part,ona:

1 2= . .
apr" = Ef F(re)e 0dg 2
0

En effet, la formule de Cauchy al’ordre n donne
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D’autre part, le théoréme de Cauchy sur un cercle donne

1 1 2 . 3
Vn=1,0=— f F(w)w”_ldw:—f F(re'%)ei™dg 3)
2irm Jeo,n 27 Jo

En conjuguant (3) et en lui ajoutant (2), on obtient

1 r2n . X
apr’ = —f Re(F(re'%))e0dg
T Jo
lapr™ <2A(r—1)+21In(C) par

2A(r—-1) 2In(C)
+ — Opourn=2
(e )

an| <
lanl < = .

DouVzeC,F(z)=ap+az.

Comme f(1) =1, on a ag+ a; € 2inZ. On peut supposer a; = —dy = a quitte a remplacer F par
F—a;—ap.AlorsonaF(z) =a(z—1) et f(z) = ez=1)

On a presque ce qu'on cherche : il ne manque plus qu’a montrer que a est un réel positif. Or,
+00

a=f'(1)= Z np, = E(X) = 0. Ainsi, X suit la loi de Poisson de parametre a. Il en est de méme pour
n=0
Y qui suit une loi de Poisson de parameétre b.



