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Soit (Q, &, p) un espace mesuré. On abregera en L 'espace (L” @, 1. II,,).

Remarque : On utilise souvent sans le dire dans cette preuve qu’'une limite de fonctions mesu-
rables est mesurable : c’est nécessaire pour que les limites construites soient dans les ensembles LP.
(On utilise aussi que les sommes sont mesurables mais c’est plus facile et si on suppose déja connue
la structure vectorielle de L”, on suppose automatiquement connu ce résultat aussi.) Souvent, quand
on voit cette preuve, on ne le dit pas, mais il faudrait le dire et il faut savoir le montrer. Il n’est pas
forcément pertinent de le présenter a I’oral mais voila comment on fait :

Proposition 1. Soit (fy,), une suite d’applications mesurables de (Q, F) dans (R, B(R)). Alors sup f,,,
n=0

inf f,,, li li .

inf fn Jim foet i —l>Too [fn sont mesurables.

Démonstration. Pour le premier point, on a en posant f =sup fj,
n=0

_ +00o
VxeR, [ (0x,+oo) = [ £ (1x, +o0))
n=0
qui est mesurable, or les ]x, +oco] engendrent la tribu.
Pour le deuxieme point, on peut simplement remarquer que infy>¢ f; = —sup,,»¢(— f») et appliquer le
point précédent.

Pour les derniers points, on a lim f,, = infsup fy et lim f,; = sup inf fi mesurables par les deux
n—+oo nz0 g~y n—+o00 n=0 kzn
premiers points. O

Proposition 2. Soit (f;,), une suite d'applications mesurables de (0, &) dans (C,98(C)) qui converge
presque partout vers f : QO — C. On peut choisir f mesurable.

Démonstration. Si(f,), estavaleursdansR,ona f = nEP fn 1-pp donc on applique la proposition
—+00

précédente.
Si (fy)n est a valeurs dans C = R?, on applique le point précédent a Re(f;,) et Im(f;,).

Venons-en au théoréeme :

Théoréme 1. L” est complet pour p € [0,00].



Démonstration. Cas1:p=o00
Soit (f;;), une suite de Cauchy de L™ :

1
Vk=1,3n,eNVg,r =z ng, l fr = fylleo < ,ce qu’'on réécrit :
Vk=1,3neN,Yq,r=ng,3E 5, <Q de mesure nulle,Vx € Q\ Ey 4 ,, | fr(x) — f(0)| < 1
Posons E = U Ek 4, qui est de mesure nulle en tant qu'union dénombrable d’ensembles

k,q,reN*|q,r=ny
de mesure nulle. On obtient alors,

1
Vk=1,3neN,Yq,r=ng, ¥Yx e Q\E, | fr(x) - f7(x)| < T o)
etainsi Vx € Q\E, (f(x)),, est une suite de Cauchy de C donc converge car C est complet. Notons f(x)
sa limite. On va montrer que f est la limite de (f;,), dans L*.
1
Faisons tendre r vers +oo dans|l|: Yk = 1,Yq = ng, Yx € Q\E, | f(x) - f(x)] < =

OnadoncVxe Q\E,Vk=1,Yq = ng, |f(x)| < 1 +|f3(x)| = £+ fylloo d'olt f € L, et
Vkz1,Yq=zng,lfq- f||00< 1 d’out f estlalimite de (f;;), dans L.

Cas2:p<oo
Soit (f), une suite de Cauchy de L :

VrneN,3p(n) =z n,Vq,r =¢m), |l fr — f4llp < = . On peut choisir la suite ¢ (n) strictement croissante.
Posons h, = f¢(n) On va montrer que (h,), converge dans L”.

Posons g;, = Z |h+1 — hil. Onaalors || gyl p < Z I Rgesr = hiellp < Z — <2
k=0
De plus, la suite (g,), est presque partout crmssante donc elle converge presque partout vers une

fonction g: Q — R*.
Le lemme de Fatou donne

11 = [ 1g17du

lim |gnlPdp

n—+oo
< lim [ |gnlPdu
n—+oo

<2P

donc ge L” (et gl = 2).
Ona Vs> r, pour u-presque tout x € Q,

s—1

Y (Bpe1 (%) = iy (X))

n=r

[hy(x) = hs(x)] =

s—

1
< Y hpe1 (%) = ()]

n=r
< hs_1(x) - gr-1(x)
=gx)—gr1(x) H—;OOO

A



donc (h,(x)), est de Cauchy donc converge vers une limite notée h(x).
Comme on a montré que pour u-presque tout x € Q, |7, (x) — hs(x)| < g(x) — gr—1(x) < g(x) avec
g€ LP, on aalors d'une part que |h(x)| < g(x) + | h, (x)| donc h € LP et d’autre part que
lh,— hIIZ e 0 d’ot1 (h;), converge vers h dans LP.
—+00
On a finalement une sous-suite de (f;;), qui converge, or (f,), est de Cauchy donc elle converge vers
h. O

Remarques :
- I faut savoir montrer ce dernier point.
- On a méme montré plus fort dans le cas p < co: siune suite (f,),, est de Cauchy, non seulement elle a
une limite mais il existe méme une sous-suite qui converge presque partout vers cette limite. La suite
(fn)n ne converge pas presque partout en général, il faut savoir trouver un contre-exemple. Dans le
cas L™, la convergence L* implique la convergence presque partout comme le montre la preuve. La
réciproque est fausse : considérer x" sur [0,1]



