57 Lecon 253 : Utilisation de la notion de convexité en ana-
lyse.

I. Généralités sur la convexité

1. Ensembles convexes [HAS]

Ensemble convexe, ensemble étoilé, exemple, CL convexe, intersection de convexe

2. Fonctions convexes [ROM]

Fonction convexe, épigraphe, cordes, exemples, continuité, inégalité des trois pentes,
fonction affine, lien avec la dérivée, lien avec f”

II. Inégalités de convexité

1. Inégalités classiques [ROM]| [GOU]

Exemples pour des fonctions usuelles, inégalité de Young-Holder-Minkowski, moyennes
arithmétique-géométrique-harmonique

2. En probabilités [KUR| [CHA]

Inégalité de Jensen, lemme de Borel-Cantelli 2, inégalité de Hoeffding
III. Convexité et optimisation

1. Fonctions différentiables [ROU]

, regarder dans R, lien avec la
recherche de minimum

2. Dans un espace de Hilbert [LI] [BMP]

L’application P est 1-lipschitzienne, théoréme de projection sur un SEV fermé, théoréme
de représentation de Riesz, existence de ’adjoint, existence du gradient

Annexe :
e Epigraphe, cordes, inégalité des trois pentes pour une fonction convexe [GOU]|

e Schéma projection sur un convexe fermé [BMP]

Présentation :
e Définir une fonction convexe sur un ensemble qui n’est pas convexe n’a pas de sens.

e (est I'épigraphe qui fait le lien entre ensemble convexe et fonction convexe. En effet, une
fonction est convexe si et seulement son épigraphe est convexe.

e [L’étude des fonctions convexes se raméne & 1’étude des fonctions convexes sur un intervalle réel.
Cela justifie que l'on s’intéresse principalement & R.

e On peut assez facilement déterminer si une fonction est convexe en regardant son graphe.

e Pour les fonctions convexes, le fait qu'un point soit un point critique suffit a ce qu’il soit en fait
un minimum global (ce qui n’est pas vrai en général, penser a z + x> dont la dérivée s’annule

en 0).

e Dans le cas ou K =R, la caractérisation du projeté exprime que Pc(x) est 'unique point y de
C' tel que pour tout z € C, angle formé par les vecteurs x — y et z — y est obtus (supérieur ou
égal a /2).
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e La conclusion du théoréme de projection reste vraie si 'on suppose seulement que H est un
espace préhilbertien et que le convexe C' est complet pour la distance induite.
Développements :
e C(ritéres de convexité d'une fonction différentiable
- Petit Guide de Calcul Différentiel, Rouviére, p127-329-381
e Théoréme de projection sur un convexe fermé + corollaire sur ¢
- Cours d’analyse fonctionnelle, Daniel LI, p32
Reéférences :
e [HAS]| Topologie générale et espaces normés, Hage Hassan
e [ROM] Elements d’analyse réelle, Rombaldi
e [GOU] Analyse, Gourdon
e |[KUR| De l'intégration aux probabilités, Garet-Kurtzman
e [CHA] Probabilités et statistiques pour I’épreuvre de modélisation a 'agrégation de mathéma-
tiques, Chabanol-Ruch
e [ROU] Petit Guide de Calcul Différentiel, Rouviére
e |[LI] Cours d’analyse fonctionnelle, Daniel LI
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